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Problema
Objetivo
Metod

Modelo

Sean (X1, Y1),...(Xn, Yn) vectores aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos (iid) de (X, Y') que satisfacen el
siguiente modelo de regresidén no paramétrica,

Y = m(X) + o(X)e, (1)

donde

m(X) = E(Y|X = x) es la funcién de regresion,
0?(X) = Var(Y|X = x) es la varianza condicional,
€ es el error aleatorio.
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Problema
Objetivo

Hipdtesis

Cuando la independencia entre X y € no se cumple, los métodos
estadisticos basados en este supuesto no son validos. Por esa
razén, muchos autores han propuesto distintos tests para la
siguiente Hipdtesis nula

Ho : X and ¢ son independientes < Fx . = FxF..

donde Fx . es la funcién de distribucién (fdd) conjunta de X' y ¢, y
Fx y F. denotan la fdd de X y ¢, respectivamente.
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Trabajos anteriores

e Einmahl and Van Keilegom (2008) han propuesto tests
estadisticos del tipo Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises
and Anderson-Darling

@ Neumeyer (2009) propuso un test estadistico basado en un
estimador tipo kernel para una distancia L, entre la funcién de
distribucién condicional y la no condicional de X

@ Dhar et al. (2018) han propuesto una test basado en una
modificacién de la medida 7 de asociacién de Kendall
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Problema
Objetivo
Metod

Trabajos anteriores

La Hp es equivalente a
Ho 1 CX e = CXCe.

donde cx . es la funcién caracteristica (FC) conjunta de X y ¢, y
cx Y ¢ denotan las FCs marginal de X y ¢, respectivamente.
Hlavka et al. (2011) han propuesto el estadistico T, v, que

estd basado en una distancia Ly entre una estimacién de la FC
conjunta (X, &) y una estimacién de las FCs marginal de X y ¢.
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Para contrastar Hp, Hlavka et al. (2011) propusieron el test

v Rechazar la Hy si Tow > thwa,
No rechazarla Hy si Tow < thw,a

donde t, w . es el percentil 1 — « de la distribucién nula de T, w,

Tow = n//\on(t, S)2W(t, s)dtds, 2)

donde D,(t, s) = ¢&(t,s) — ex(t)es(s), con

c(t,s) = 1 i1 &xp(itX; + is¢j), corresponde a la funcién
caracteristica empirica (FCE) conjunta de (X, ¢), ex(t) = &(t,0),
¢z(s) = ¢€(0, s) corresponde a las FCEs X y ¢, respectivamente, y
W(t,s) es una funcién de peso.
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La distribucién nula de T, \ es desconocida. Como una primera
aproximacién en el Teorema 1 de Hldvka et al. (2011) obtienen su
distribucién nula asintdtica

Thw i>//Z(t,s)%(t)w(s)dtds,

donde {Z(t,s), (t,s) € R?} es un proceso gaussiano centrado con
estructura de covarianza U(X,e;t,s) = {cos(se) — R.(s) + sel(s)
—%5(52 — 1)R.(s)}{cos(tX) + sin(tX) — Rx(t) — Ix(t)}
+{sin(se) — I.(s) — seR(s)

—35(e? — 1)12(s) Hcos(tX) — sin(tX) — Rx(t) + Ix(t)}

donde R.(s) y I-(s) denotan la parte real e imaginaria la FC de ¢,
respectivamente, y Rx(t) y Ix(t) estdn definidas andlogamente.
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Introduccién

Objetivo
Metodolog

Problema

@ Porque la distribucién nula exacta y la asintética son
desconocidas, Hldvka et al. (2011) proponen un bootstrap
para estimar el p-valor.

o El Bootstrap es, en general, de facil implementacién pero el

coste computacional se incrementa notablemente a medida
que el tamafo muestral aumenta.
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Introduccién
Problema

Metodologia

Objetivo

Encontrar una aproximacion a la distribucién nula
de T, w que sea, desde un punto de vista
computacional, mas eficiente.
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Introduccién
Problema
Objetivo

Metodologia

Desarrollar un bootstrap ponderado (BP) en el contexto del
problema abordado que sea consistente
Para variables observables,
@ Los articulos de Fan et al. (2017) y Jiménez-Gamero et al.
(2018) proponen un BP para aproximar la distribucién nula de
test estadisticos similares a T, .
En nuestro caso, una de las variables de interés (¢) es no
observable. Esto hace que el tratamiento tedrico del desarrollo del
BP sea distinto al caso de variables observables.

. , ) — 2
Gustavo Rivas Martinez!, Maria Dolores Jiménez Gamero?



Introduccién
Problema

Objetivo

Para la estimacién de m(-) y 2(-), se usan los siguientes
estimadores nticleo de Nadaraya-Watson

m(x)=> Ri(x;h)Y;, xe€S,
j=1

6209 = YR M) 1Y = M), x€S,

donde
Kn (Xj — x)

) = ST K )

x €8S,
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Condiciones

(A.1*) €1,...,&, son variables aleatorias iid con
E(ej/X;) =0, E(EJ2/XJ) =1, E(aj‘-‘) < oo y funcién
caracteristica c.(t), t € R.
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esultados p S
esultados principales

Condiciones

(A.1*) €1,...,&, son variables aleatorias iid con
E(ej/X;) =0, E(EJ2/XJ) =1, E(aj‘-‘) < oo y funcién
caracteristica c.(t), t € R.
(A.1) €1,...,en son variables aleatorias iid con mediad cero
y varianza unitaria, E(aj‘-‘) < 00y funcién
caracteristicas c.(t), t € R.
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Res
Res

Condiciones

(A.1*) €1,...,&, son variables aleatorias iid con
E(ej/X;) =0, E(EJ2/XJ) =1, E(aj‘-‘) < oo y funcién
caracteristica c.(t), t € R.

(A.1) €1,...,en son variables aleatorias iid con mediad cero
y varianza unitaria, E(aj‘-‘) < 00y funcién
caracteristicas c.(t), t € R.

(A.2) Xi,..., X, son variables aleatorias iid que toman
valores en un compacto S, con densidad comiin
positiva y continuamente diferenciable fx y funcién
caracteristica cx(t), t € R.
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Res
Res

Condiciones

(A.1*) €1,...,&, son variables aleatorias iid con
E(ej/X;) =0, E(EJ2/XJ) =1, E(aj‘-‘) < oo y funcién
caracteristica c.(t), t € R.

(A.1) €1,...,en son variables aleatorias iid con mediad cero
y varianza unitaria, E(aj‘-‘) < 00y funcién
caracteristicas c.(t), t € R.

(A.2) Xi,..., X, son variables aleatorias iid que toman
valores en un compacto S, con densidad comiin
positiva y continuamente diferenciable fx y funcién
caracteristica cx(t), t € R.

(A3) €1,...,eny X1,...,X, son independientes.
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Condiciones

(A4) m(x), x € S, tiene primera derivada.
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Condiciones

(A4) m(x), x € S, tiene primera derivada.

(A.5) o(x), x € S, es positiva con primera dirivada.
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Condiciones

(A4) m(x), x € S, tiene primera derivada.
(A.5) o(x), x € S, es positiva con primera dirivada.

(A.6) La funcién de peso w(t), t € R, es simétrica, no
negativa y tal que [ t*w(t)dt < cc.
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ados pnm ipales

Condiciones

(A4) m(x), x € S, tiene primera derivada.

(A5

(A.6) La funcién de peso w(t), t € R, es simétrica, no
negativa y tal que [ t*w(t)dt < cc.

) o(x), x € S, es positiva con primera dirivada.

(A.7) K es simétrica y dos veces continuamente
diferenciable.
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ados pnm ipales

Condiciones

(A4) m(x), x € S, tiene primera derivada.

(A5

(A.6) La funcién de peso w(t), t € R, es simétrica, no
negativa y tal que [ t*w(t)dt < cc.

) o(x), x € S, es positiva con primera dirivada.

(A.7) K es simétrica y dos veces continuamente
diferenciable.

(A.8) {hn} es una secuencia de parametros de ventana tal

que lim nh2 =00y I|m nh3+‘s =0, para algin
n—oo

6> 0.
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Condiciones

Resultados principales

Resultados previos

Si las condiciones (A.1)-(A.8) se cumplen, de la demostracién del
Teorema 1 de Hldvka et al. (2011), se deduce que

Tow = Tinw +op(1), (3)

Tinw = //Zl(t s Yw(s)dtds,

donde Zi(t,s) = \%EJ L U(Xj, g t,s).

con
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Condiciones

Resultados principales

Sean &1, ...,&, (multiplicadores) variables aleatorias iid con media
0 y varianza 1, independientes de (X1, Y1),...,(Xn, Ya). La versidn
BP de T, w se define asi,

Tiow = [ [ Zil sPeltpe(s)deas,

con Z;(t,s) = 2+ > i1 U(Xsgji t, ).

n
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Condiciones

Resultados principales

Resultados previos

De (3) y de los resultados en Dehling and Mikosch (1994), se sigue
que
sup [P { Ty pw < x} = Po{Taw < x}| 220, (4)

Es decir, la distribucién condicional de 77, ./, dado

(X1, Y1),...,(Xn, Yn), es un estimador consistente de la
distribucién nula de T, w .
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Condiciones

Resultados principales

Z{(t,s) depende de ¢1,...,e, (no observables), de R.(t), I-(t),
Rx(t) y Ix(t), (desconocidos). Para solucionar este problema se
reemplaza ¢; por &;, R-(s) por R:(s), I(s) por Is(s), R.(s) por
RL(s). I(s) por I(s), Rx(t) por Rx(t), Ix(t) por Ix(t)
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Condiciones

Resultados principales

Estimadores utilizados

R:(s) = %Zcos(seAj), Io(s) = :}Zsin(séj)

j=1
R 1 n R 1 n
Rx(t) = EZcos(th)v Ix(t) = EZsin(txj)
j=1 j=1
R 1 n R 1 n
Ri(s) = - gjsin(séj), Ix(s) = - Zéj cos(sé;).
Jj=1 Jj=1
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Condiciones

Resultados principales

Anora consideramos

/ / (s dtds,

donde Z,(t,s) = \[ > ( ,€ji t,5)¢;, con
U(X,e; t,s) = {cos(se) — Rz(s)selz(s)
—3s(e? - 1)5?2(5)}{cosA(tX) +sin(tX) — Rx(t) — Ix(t)}
—|—{sm(55) — I2(s) — seRe(s) A

—3s(e? - 1)14(s)Hcos(tX) — sin(tX) — Rx(t) + Ix(t)},
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Condiciones
Resultados previos

Teorema 1

Si las condiciones (A.1), (A.2) y (A.4)—(A.8) se cumplen, entonces

sup [P { Ty < x} = P T < x}| =0,
X

El resultado del Teorema 1 se cumple ya sea Hp verdadera o no, de
este hecho se desprenden dos consecuencias inmediatas.
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licion
Resultados

Corolario 1

Si Hp es verdadera y las condiciones del Teorema 1 se cumplen,
entonces

sup‘P*{T:’W <x} = Po{Taw < x}| 0.

Seaa e (0,1)y

v, — 1, si Thow=> t;‘}W’a,
0, caso contrario,

donde ¢, ,,, , es el percentil 1 — a de la distribucién condicional de

*
nW*
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Condiciones
Resultados previos

Corolario 2

Si Hy no es verdadera, las condiciones (A.1%),(A.2) y (A.4)—(A.8)
se cumplen y w es tal que

o = / / {Cxo(t.5) — Cx(8)C(8)wl(t)(s) > 0, (5)

entonces P(V, =1) — 1.

Observacidn: Los resultados del Teorema 1y los Corolarios (1 'y
2) siguen siendo validos si en vez de los multiplicadores en bruto
&1, ...,&n, se utiliza los multiplicadores centrados & — &, ..., &, — €.
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Objetivos del experimento de simulacion

@ Estudiar la bondad del ajuste de la aproximacién propuesta
(PB) a la distribucién nula del estadistico.
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Objetivos del experimento de simulacion

@ Estudiar la bondad del ajuste de la aproximacién propuesta
(PB) a la distribucién nula del estadistico.

@ Analizar la potencia de la aproximacién propuesta con el
Bootstrap.
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Objetivos del experimento de simulacion

@ Estudiar la bondad del ajuste de la aproximacién propuesta
(PB) a la distribucién nula del estadistico.

@ Analizar la potencia de la aproximacién propuesta con el
Bootstrap.

@ Comparar el tiempo de computo para el BP y el Bootstrap.
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@ Hp : e y X son independientes
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@ Hp : e y X son independientes
o Kernel (Epanechnikov) K(u) =0.75x(1 — u?)
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@ Hp : e y X son independientes
o Kernel (Epanechnikov) K(u) =0.75x(1 — u?)

@ Parametro de ventana mediante validacién cruzada
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Hp : € y X son independientes
Kernel (Epanechnikov) K(u) =0.75x(1 — u?)
Parametro de ventana mediante validacién cruzada

Wl(t, S) = exp(—Al,l t‘ — )\1,2|S|) y
W2(t, S) = exp(—/\z’l t2 — )\27252).
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Hp : € y X son independientes
Kernel (Epanechnikov) K(u) =0.75x(1 — u?)
Parametro de ventana mediante validacién cruzada

Wl(t, S) = exp(—Al,l t‘ — )\1,2|S|) y
W2(t, S) = exp(—/\z’l t2 — )\27252).

& ~ Normal(0, 1) (Se muestran resultados para los centrados)
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Hp : € y X son independientes
Kernel (Epanechnikov) K(u) =0.75x(1 — u?)
Parametro de ventana mediante validacién cruzada

Wi(t,s) = exp(— — A12]s]) y
W2(t, S) = exp(—/\z’l t2 — )\27252).

& ~ Normal(0, 1) (Se muestran resultados para los centrados)

El modelo que genera los datos es
Yi=X; — 5 +0,1g;y/1+2X;, 1 <j <n,
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Para la estimacién del nivel («) se consideraron las siguientes
distribuciones

H()’o: €|X =X~ N(O, 1),

xXa—4

Hoa: el X =x ~ N

donde Xz2¢ representa una distribucién y-cuadrado con 4 grados de
libertad.
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Estimacién del nivel al 5% y al 10%

Wi Wo
n B P WB B P WB
80 55 6.0 30| 35 55 36
95 120 88| 70 11.0 7.8
Hoo | 160 | 50 55 48| 45 68 51
90 110 94| 95 115 93
240 | 40 58 51| 45 60 56
10.0 11.0 10.2 | 10.0 11.0 10.7
80 70 75 35| 70 85 38
155 145 75115 155 7.9
Hoa | 160 | 45 60 41| 40 65 46
105 115 85| 80 115 9.6
20| 40 50 45| 50 60 46
11.0 100 9.0 100 115 10.1
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Para la estimacién de la potencia (1-/3) se consideraron las
siguientes distribuciones
Hy s e|X =x ~ N(0,1+ ax), con a > 0,

2 _
Hy p: elX = x ~ X% donde r, = & con b > 0,
b \V2rx bx

HicielX =xn~+/1— (CX)1/4t2/(CX)1/4, con

O<c<1.

Los parametros a > 0, b > 0y 0 < ¢ < 1 controlan la dependencia
de la varianza, la asimetria y la curtosis; respectivamente.
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Estimacién de la potencia al 5%

n

B

B

WB

80
Hy .5 | 160
240

6.0
7.5
11.0

14.0
11.5
16.0

16.0
14.5
21.0

215
25.0
29.5

135
20.8
23.7

80
H1,p=10 | 160
240

82.0
88.5
97.0

84.5
90.0
99.0

88.0
95.4
99.0

89.5
96.1
99.0

21.9
62.6
90.4

80
Hy -1 | 160
240

19.5
26.0
27.5

21.9
29.5
35.2

27.0
32.0
335

28.5
35.4
40.4

27.9
32.4
47.8
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Tiempo empleado en segundos para obtener un p-valor con
1000 repeticiones

n Bl/WBl Bl WBl
100 3.79 7.61 201
200 1157 2441 211
300 2444 5450 223
400 38.46 9268 241
500 52.90 149.17 2.82
1000 93.33 528.27 5.66
1500 78.41 851.58 10.86
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Aplicacién datos reales (aeronautica)

La Agencia Espacial Canadiense en el marco de un desarrollo
experimental de materiales que disminuyan el sonido en cabina de
naves espaciales cuenta con datos sobre el ruido del perfil
aerodinamico. Proponen para el estudio la estimacién de un
modelo de regresién no paramétrica teniendo en cuenta 1503
datos. La variable dependiente (Y') es la presién sonora (dB) y la
frecuencia motora (Hz) es la variable independiente (X). Para que
las conclusiones del modelo estimado sean validas se necesita
conocer la distribucién del error dentro del modelo (se espera que
sea ruido blanco). Pero antes es necesaria la aplicacién de un test
de independencia entre la X y el error €.
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p-valores obtenidos con la aproximacién propuesta

35 2.5 15 0.5
351099 0981 0.996 0.999
2510972 0980 0.995 0.998
A2 | 1.5 10968 0.979 0.996 0.999
0510962 0972 0.995 0.991

Conclusion: No existe evidencia estadistica suficiente que indique
que la covariable (X) y el error (¢) sean dependientes.
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Gracias por la atencion !
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