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Programas de Evaluacién
en Grupos Topolégicos

Autor: Pedro Alberto Villalba Sosa
Orientador: Marcos Daniel Villagra Riquelme
RESUMEN

Los programas de evaluacion se utilizan en los estudios de algoritmos para estructuras al-
gebraicas y establecen los fundamentos tedricos del dlgebra computacional. En este trabajo
estudiamos y analizamos la complejidad algebraica de computar conjuntos utilizando progra-
mas de evaluacién construidos sobre grupos. En particular, nos interesa saber como utilizando
ciertas familias de grupos podemos computar otras estructuras algebraicas mediante programas
de evaluacién. Para ese fin, introducimos una idea de simulacién de programas de evaluacién
con entradas, el cual nos permite determinar conexiones entre las diferentes complejidades de
computar conjuntos respecto a diferentes familias de grupos. Demostramos ademas una relacion
entre la complejidad de programas de evaluacién sobre grupos conmutativos y programas de

evaluacion sobre grupos no conmutativos.

Palabras Clave: complejidad computacional, grupos, programas de evaluacién, simulacion.
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Straight-line Programs in Topological Groups

Author: Pedro Alberto Villalba Sosa
Advisor: Marcos Daniel Villagra Riquelme
ABSTRACT

Straight-line programs are important in the study of computer algebra. In this work, we in-
vestigate the algebraic complexity of sets presented by straight-line programs over groups. In
particular, we are interested in how subsets of certain families of groups can be computed by
other families of groups. We introduce an idea of simulation by straight-line programs which
can be used to relate complexity measures of subsets of groups. As a main result of this paper,
we prove that for any straight-line program computing a set over an conmutative group, the-
re exists a shorter straight-line program computing the same set (up to isomorphism) over a

nonconmutative group.

Keywords: computational complexity, groups, straight-line programs, simulation.
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LISTA DE SIMBOLOS

Lo (F,S™)
||
ﬁg(F, TL)

El elemento g pertenece al conjunto G.

El elemento g no pertenece al conjunto S.

F' es un subconjunto de G o F estd contenido en G.
F' contiene al conjunto A.

H es un subgrupo de G

S es un conjunto generador de GG

Programa de evaluacion I" en G.

A¢ simula a I';.

Menor entre ntimeros.

Mayor entre nimeros.

Menor o igual entre niimeros.

Mayor o igual entre nimeros.

El conjunto de los niimeros enteros.

Funcién f entre los conjuntos G y H.

La interseccién del conjunto H y del conjunto K.

La interseccién del todos los conjuntos G' € G.

La unién del conjunto H y del conjunto K.

La union de todos los conjuntos U € U.

El conjunto de los niimeros enteros positivos.

El producto cartesiana de S consigo mismo n veces.

Grupo Diedral de orden 12 de las simetrias de un poligono de 6 lados.
Se define como.

Grupo simétrico o de las permutaciones de 6 elementos.

La entrada a € S™ para un programa de evaluacién con entradas de
longitud n.

El costo de evaluacién de F' respecto S™.

El cardinal del conjunto F.

Complejidad de evaluacion de un conjunto F' respecto a la familia G.
Extensién de F' en G'.

Composicién de las funciones ¢ y ¢.

Topologia sobre algin conjunto.

Base para alguna topologia.

Subbase para alguna topologia.

Partes de X o coleccion de todos los subconjuntos de X.

Topologia relativa a un conjunto A.
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— Tal que.

|
\ — Para todo o para cada.
=

—  Existe.
X xY — Producto cartesiano de X e Y.
ﬁ X; — Producto cartesiano de los conjuntos X;.
i=1
Cx(A) —  El complemento del conjunto A respecto al conjunto X.
0 —  El conjunto vacio.
A — La clausura del conjunto A.
A’ — El conjunto derivado o conjuntos de puntos de acumulacién del conjunto
A.
A — y (conjuncién).
fla —  La restriccién de la funcion en A.
1y — La funcién identidad en X.
f(A) — El conjunto imagen de A mediante la funcién f.
A f(A) — Al conjunto A le corresponde su conjunto imagen f(A).
f~YB) — El conjunto preimagen de B mediante la funcién f.
B~ f~YB) — Al conjunto B le corresponde su conjunto preimagen f~(B).
Py ﬁ X, =+ X; — La funcién proyeccién en la j-ésima coordenada.
i=1
inv:G— G — La funcién inversién de G.
e — El elemento neutro.
R™ — El producto cartesiano de R consigo mismo n veces.
C* — El conjunto C de los niimeros complejos del que se ha eliminado el ele-

mento cero o neutro.

GL,(R) — Grupo de matrices de orden n con determinante no nulo.
Yi — Funciones inducidas de un programa de evaluacion.

Ag — La funcién multiplicaciéon por izquierda en G.

Pg — La funciéon multiplicaciéon por derecha en G.

1 — La funcién generada de programa de evaluacién en G.



CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1. Introducciéon

En los ultimos anos, hubo un resurgimiento en el estudio de la computacion sobre estruc-
turas algebraicas no conmutativas. El primer trabajo en computacion no conmutativa fue el
de (Nisan, 1991) quien demostré una cota inferior exponencial para calcular el determinante
de una matriz utilizando programas de ramificacién algebraicos no conmutativos, del inglés
algebraic branching programs; en el mundo conmutativo, sin embargo, el determinante puede
computarse con circuitos aritméticos de tamano polinomial (Biirgisser et al.,[2013)). (Raz & Sh-
pilka, 2005) presentaron el primer algoritmo no conmutativo para el problema de equivalencia
de polinomios, del inglés polynomial-identity testing. (Arvind et al., [2016)) realizaron el primer
estudio de clases de complejidad no conmutativas e identificaron varias familias de polinomios
no conmutativos dificiles relacionados a lenguajes formales. (Arvind, 2013) también presenta
varias conexiones entre polinomios no conmutativos y autématas.

La cota inferior exponencial para el determinante de (Nisan, |1991) es sobre un anillo li-
bre no conmutativo para programas de ramificacién, sin embargo, (Chien & Sinclair, 2004
demostraron una cota inferior exponencial para férmulas en anillos mas restringidos. Uno de
los problemas abiertos mas importantes en computaciéon no conmutativa es demostrar una cota
inferior exponencial para algin polinomio en circuitos aritméticos; los trabajos de (Nisan, 1991)
y (Chien & Sinclair, 2004)) solo se basan en modelos de circuitos restringidos.

En este trabajo, motivados por la bisqueda de técnicas para cotas inferiores en computos
no conmutativos, estudiamos la relaciéon entre computacion conmutativa y computaciéon no
conmutativa sobre grupos utilizando programas de evaluacién. Un programa de evaluacion, del
inglés straight-line program, es una secuencia finita I' de instrucciones construida sobre una

estructura algebraica.



Los programas de evaluacién fueron utilizados por (Babai & Szemerédi, |1984), para estudiar
la dificultad inherente de ciertos problemas computacionales en teoria de grupos. Los programas
de evaluacion también encontraron aplicaciones en el desarrollo de presentaciones cortas de
grupos (Nies & Tent, 2017)), circuitos aritméticos (Shpilka & Yehudayoff, 2010), complejidad
de computaciones algebraicas (Lynch, |1980), y muchas otras aplicaciones més (Biirgisser et al.,
2013)).

De manera a demostrar una relaciéon entre la computacién conmutativa y la computacién
no conmutativa en grupos, introducimos una idea de simulacién. En principio, un programa de
evaluacion “simula” a otro programa de evaluacion si computa los mismos resultados, salvo un
isomorfismo, como lo veremos mas adelante.

Utilizando la idea de simulacién, en el Teorema[3.1] demostramos una relacién entre progra-
mas de evaluacion conmutativos y no conmutativos. En particular, para cualquier programa de
evaluacion que compute un conjunto de resultados con los elementos de un grupo conmutativo,
existe un programa de evaluaciéon mas corto que computa el mismo conjunto de resultados
(salvo un isomorfismo) sobre un grupo no conmutativo.

El resultado del Teorema 3.1 va en contra de nuestra intuiciéon. Por ejemplo, consideremos el
polinomio p(z,y) = 2+ zy — yx +y>. Si el producto es conmutativo entonces p(z,y) = z + y>.
Por lo tanto, el nimero de operaciones es mayor en el caso no conmutativo y menor para el caso
conmutativo. Esto se refleja claramente en la separacién exponencial de (Nisan, |1991]), entre el
determinante conmutativo y el no conmutativo.

La razon por la que el costo de los programas de evaluacén en grupos no conmutativos es
méas pequeno que el costo de los programas de evaluacién en grupos conmutativos se debe a
la falta de cancelaciones en los grupos no conmutativos, como fue ejemplificada en el parrafo
anterior.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera. En el empezamos pre-
sentando una introduccién rapida e informal a los programas de evaluacién y luego mostramos
algunas aplicaciones de la misma en varios trabajos de investigacion que se han realizado. Aqui
recalcamos la variedad de aplicaciones que tiene este modelo de computo que vamos a utilizar
en el presente trabajo.

En el empezamos recordando algunas nociones bésicas de grupo que estare-
mos utilizando para definir nuestro modelo de computo a utilizar . A partir de la
comenzamos a definir de manera formal el modelo de computo que denominamos
programas de evaluacion en grupos y vemos también un par de ejemplos para poder compren-
der bien dicho concepto. En la analizamos algunas propiedades y caracteristicas
importantes de los programas de evaluacién. Posteriormente, en la definimos las
medidas con las cuales estaremos realizando el anélisis de comparacién entre la complejidad de
evaluacion conmutativa y no conmutativa, especificamente definimos el costo de evaluacion de
un conjunto mediante un programa de evaluacion y luego la complejidad de evaluacién de con-
juntos respecto a una familia de grupos. En la presentamos la idea de simulacién y

desarrollamos una base tedrica para su uso, previamente introducimos el concepto de extensién



isomorfa de un conjunto, el cual nos permitira relacionar dos grupos para luego poder realizar la
comparacién de la complejidad de evaluacién. En la presentamos nuestro resultado
principal sobre la relacién entre computacion conmutativa y computacién no conmutativa sobre
grupos.

En el comenzamos recordando algunos conceptos basicos de espacios topolégicos
(Seccion 4.1). En la presentamos una introduccién a los grupos topolégicos, vemos
algunas propiedades y desarrollamos algunas demostraciones que nos servirdn posteriormente.
En la[Seccidn 4.3|definimos un programa de evaluacién en un grupo topolégico, lo cual resulta en
una familia de funciones inducidas por el programa de evaluacién y luego presentamos algunos
resultados interesantes que se obtienen justamente al considerar los programas de evaluacion
en grupos que tienen una estructura topoldgica especifica. En la definimos en un
anillo una funcién generada a partir de una familia de funciones inducidas por un programa de
evaluacion y presentamos algunas propiedades y caracteristicas de la misma.

Al final, en el capitulo [5| resumimos las conclusiones obtenidas a partir de los resultados
alcanzados y damos algunos problemas abiertos y lineas de investigacion que se derivan de este

trabajo de investigacion.



CAPITULO 2
ESTADO DEL ARTE

Los programas de evaluacion han sido utilizados para diferentes propésitos. Existen varios
modelos formales de computos que son frecuentemente empleados por su poder de representa-
tividad, como por ejemplo la maquina de Turing, el arbol de cémputos, el circuito aritmético,

una secuencia de computos, entre otros.

En varios trabajos seminales se describen la utilidad de los modelos formales de computos,
en particular nos interesa uno de ellos el cual hemos denominado aqui programas de evaluacién,

del ingles straight line program.

En este trabajo definimos los programas de evaluacion sobre grupos que formalizan los
computos paso a paso y sin ramificaciones, y analizamos su complejidad definiendo el costo de
evaluacion de un subconjunto de un grupo partiendo de los elementos de un conjunto genera-
dor del grupo. A partir de este conjunto de entradas, que es un subconjunto de un conjunto
generador S de un grupo G, los programas de evaluacién computan un subconjunto F' de G
por medio de las operaciones que se pueden realizar en el grupo, basicamente estas operaciones
incluyen tomar un elemento del grupo, la multiplicacién o el producto de elementos del grupo
el cual seria la operacién que hace de GG un grupo y la inversiéon de un elemento del grupo, esto
ultimo es, dado un elemento g de G obtenemos la inversa de g en G. Al asignar costos a estas
operaciones que se pueden realizar en el grupo llegamos a la nocién de costo de evaluacion de
un conjunto F (con respecto a S'y GG), que es la longitud del programa de evaluacién mas corto
que computa F' en G a partir de S. La longitud de un programa de evaluacion consiste en el

“nimero” o cantidad de instrucciones que posee el mismo. Lo formalizaremos mas adelante.



Existen varios articulos y trabajos de investigacion que toman los programas de evalua-
cién como modelo formal de computo para realizar sus trabajos. Algunos, por mencionar, las

describimos en los parrafos siguientes.

La programacion genética puede verse como cualquier método de evolucién directa de pro-
gramas de computadoras con el propédsito de aprendizaje inductivo. Esta definicién general
hace que la programacion genética sea independiente del modelo formal de cémputo utilizado
para la representacién de los programas evolucionados. En este tipo de programacion, la pro-
gramacion genética, es frecuente el uso de un modelo de computo en particular, el arbol de
computos, para representar los programas de computadoras. Sin embargo, en (Alonso et al.,
2008), experimentan con otro modelo de cémputo, los programas de evaluacién, y los resultados
obtenidos, a decir de los autores, son alentadores y sugieren que el enfoque de la programacion
genética basado en programas de evaluacion es considerablemente mejor que la programacion
genética convencional cuya estructura de representacion esta basada en arboles de computos.
En (Alonso et al.,[2008), ademés presentan sus resultados experimentales obtenidos al aplicar el
enfoque de programacion genética lineal, basado en programas de evaluacion, en problemas de
regresién simbodlica y comparan con los resultados obtenidos en los mismos problemas mediante

enfoques similares que utilizan codificacién de arbol de cémputo.

Los programas de evaluacion tienen aplicaciones en cuestiones tan diversas y amplias, como
por ejemplo en la Geometria Algebraica, en la cual encontramos varias aplicaciones, una de
ellas estd dada en (Giusti et al., [1998)), donde utilizan los programas de evaluacién en la teoria
de eliminacién geométrica y presentan un método para resolver simboélicamente un sistema de
ecuaciones polinomiales cero-dimensionales en el caso afin y térico. En (Bank et al., [1996]),
presentan un trabajo basado en el trabajo de Giusti et al., cuyo objetivo es de mostrar como el
método propuesto justamente en (Giusti et al., [1998), se puede aplicar a un caso de resolucién

de ecuaciones polinomiales reales.

En los tdltimos anos se han realizado trabajos enfocados en la bisqueda de matrices MDS
(del inglés mazimum distance separable) implementables de manera eficiente para primitivas
simétricas ligeras (del inglés lightweight symmetric primitives). Los ultimos trabajos en este
sentido, se centraron en optimizar localmente la multiplicacién con elementos de una sola matriz.
Aparte de esta linea de investigacién, en (Kranz et al., [2017)), se desarrollaron varias heuristicas

para encontrar los programas de evaluacién mas cortos.

Los divisores de cantidades universales, lo que hoy llamamos el calculo de factores de poli-
nomios, ya fue pensado por Isaac Newton en 1673 y el método posteriormente publicado en su
“Arithmetica Universali”. En 1882, Leopold Kronecke, reduce el problema de factorizar poli-
nomios de varias variables sobre campos algebraicos numéricos a factorizar polinomios de una

sola variable sobre los niimeros enteros, para lo cual aplicé el algoritmo de Newton. Van der



Waerden, en 1953, analiza esos algoritmos y sugiere que para problemas “mas grandes” no son
muy practicos. No obstante, con los primeros programas de computadora que aplicaron este en-
foque clasico, comprobaron que era bastante ineficiente. Los programas de evaluaciéon como un
medio para factorizar ciertos polinomios, se comenzé a desarrollar, en el marco de la Teorfa de
la Complejidad, desde la década de los anos 70 aproximadamente, como se puede apreciar por
ejemplo en (Paterson & Stockmeyer, [1973)), (Strassen, 1974), (Heintz, 1986) y en varios otros
articulos de la época. En (von zur Gathen, [1985), von zur Gathen combind su teorema proba-
bilistico de irreductibilidad de Hilbert con el método probabilistico de evaluacion de programas
de evaluacién, (Ibarra & Moran, 1983)), para encontrar un patrén en el grado de los factores de
polinomios definidos mediante programas de evaluacién. El problema de encontrar el maximo
comun divisor de polinomios, representados mediante programas de evaluacion, es de tiempo
polinomial probabilistico, como lo demostré Kaltofen en (Kaltofen, |1988]), ademéds en (Kaltofen,
1989)), utilizé programas de evaluacién para desarrollar algoritmos que permiten la fatorizacién
de un polinomio de varias variables o multivariado en sus factores irreducibles y demuestra
que los programas de evaluacién para los factores irreducibles de un polinomio, dado por un

programa de evaluacién, también se pueden encontrar en tiempo polinomial probabilistico.

En (Schleimer, 2008]), Saul Schleimer utiliza los programas de evaluacién para demostrar
que el problema de las palabras para los automorfismos de grupo de cualquier grupo libre
finitamente generado es resoluble en tiempo polinomial. Esto nos demuestra que un programa

de evaluacion es una herramienta muy poderosa.

Uno de los trabajos relacionados con programas de evaluacion sobre grupos mas influyentes
para este trabajo, se da en (Babai & Szemerédi, 1984). En dicho articulo, Babai y Szemerédi de-
mostraron que en cualquier grupo GG de orden n, cada elemento del grupo es generado mediante
un programa de evaluacién de longitud a lo sumo (1 + logn)?, es decir, de longitud O(log”n).
Cuando decimos que un elemento es generado por un programa de evaluacion, nos referimos a
que es computado por el programa de evaluacion, de manera informal esto significa que si I'g
denota un programa de evaluacién en el grupo G cuyo conjunto generador es el conjunto S, y g
es el elemento a computar, entonces existe un elemento a € S™ talque I'¢(S™,a) = g, es decir,
existe una entrada a = (ay,...,a,), con a; € S para i = 1,...,n, tal que la salida de I para
esta entrada es, justamente g. Mas adelante, en la [Seccidén 3.2] definiremos formalmente este

concepto de computar un elemento de un grupo mediante un programa de evaluacion.



CAPITULO 3
PROGRAMAS DE EVALUACION

En este capitulo introducimos nuestro modelo formal de cémputo llamado programa de
evaluacion con entradas. En esta definicion utilizamos la forma més general de programas de
evaluacién definida en (Biirgisser et al., [2013} Seccién 4.1) especializada para grupos.

Antes de empezar con nuestras definiciones, recordemos previamente algunos conceptos

bésicos pero elementales de la Teoria de grupos.

3.1. Nociones de grupos

Un grupo es un conjunto G con una operacion binaria - : G X G — G que cumple con las

siguientes condiciones (Artin, 1991) y (Dorronsoro & Hernandez, 1996):
1. Asociatividad: Para cualesquiera a,b,c € G, (a-b)-c=a-(b-c).

2. Existencia del elemento neutro o identidad: Existe e € G tal que a-e = e-a = e para

todo a € G. Normalmente se utiliza 1 en vez de e.

3. FEuxistencia del elemento inverso: Para cada a € G, existe b € G tal quea-b=0b-a = e.

Por lo general se escribe a=! en vez de b.

Se acostumbra a denotar (G,-) para referirse al grupo G en caso de que sea necesario
especificar la operacion de grupo -, caso contrario, solo se escribira G. El grupo G se dice
conmutativo o abeliano si para cada a,b € GG, se cumple que a -b=b - a.

Notemos que al ser - una operacion binaria en (G, significa que - es una operacién cerrada
en G, es decir, si a,b € G tenemos que a-b € G . Si G cumple solo 1 y 2, decimos que G es un

monoide.



Un subconjunto no vacio S C G decimos que es un conjunto generador de G'y lo denotamos

por G = (S), si todo elemento g € G se puede escribir de la siguiente forma:

Qn

— % a2
g=951 "S7 8,

donde s; € S, a; € Z paracadat=1,...,n.
Veamos dos ejemplos de grupos que nos seran tutiles més adelante.

Sean (G,-) y (H,*) dos grupos y f : G — H una funcién. Decimos que f es un

1. Homomorfismo si f(a-b) = f(a) * f(b), para cada a,b € G.
2. Monomorfismo si f es un homomorfismo inyectivo.

3. Epimorfismo si f es un homomorfismo sobreyectivo.

4. Isomorfismo si f es un homomorfismo biyectivo.

5. Endomorfismo si f es un homomorfismo y G = H.

6. Automorfismo si f es un isomorfismo y G = H.

Sea GG un grupo y H C G no vacio. Decimos que H es un subgrupo de G si se cumple que
1. a-be H, para cada a,b € H.
2. a~! € H para cada a € H.

Para indicar que H es un subgrupo de G, escribiremos H < G. Si H, K < G, entonces HNK <
G. Si f: G; — G9 es un homomorfismo de grupos, H; < Gy y Hy < Gy, entonces f(Hi) < Gy
v [7Y(H,) < Gi. Si f es un isomorfismo, entonces G es conmutativo si, y solo si, Gy es
conmutativo.

Pasamos ahora a la definicién de programas de evaluacion.

3.2. Definiciones basicas

Definicién 3.1 (Programas de evaluacién). Sea S un conjunto generador de un grupo G y
a=(ay,...,a,) € S" conn € Z*. Definimos un programa de evaluacion en G, sobre S™, como
un par I'¢ = (I', G) donde I = (T'y,...T%) es una secuencia finita de instrucciones y t € Z* es

su longitud. Cada instruccién I'; tiene la forma:
(i) Ti(a) = a; para algin j € {1,...,n}, o
(i) I'i(a) = F;l(a) para algin j <ien {1,...,t}, 0

(iii) I'(a) =Tj(a) - I'y(a) para algin j, k <ien {1,...,t}.



Notemos que I’j_l(a) se refiere a (Fj (a))l, es decir, el elemento inverso de I'j(a), o sea, la
inversa de una instruccién anterior.

Denotaremos por (S™, a) la entrada para un programa de evaluacién en G sobre S™. Decimos
que T'¢ es ejecutable en la entrada (S™, a) con salida b = (by,...,b) € G* si b; = I';(a) para
1 < i < t; de forma més breve escribimos b = I'¢(S™,a). Un programa de evaluacién I'g
computa un conjunto F' C G en S™ si y solo si '¢(S™,a) = b para alguna entrada (S™,a) y
F C{by,...,b}. Si g es ejecutable en la entrada (5™, a) con I'¢(S™,a) = b, diremos que I'g

computa b en S".

De aqui en adelante nos referiremos a un programa de evaluaciéon en G sobre S™ simplemente
como un programa de evaluacion sin precisar el grupo ni el conjunto generador, a menos que
sea necesario, en cuyo caso si estaremos indicando como en la definicion.

La principal diferencia con la definicién original de (Biirgisser et al., 2013) es que la entrada
(S™, a) no forma parte del conjunto computado F'; de manera a incluir a (S™, a) en F', acorde
a la Definicién [3.1], es necesario utilizar instrucciones en nuestro programa de evaluacién. Esto
es de manera a evitar que programas de evaluacién de longitud 0 computen de forma gratuita
la entrada.

La Definicién también es mas general que la definicion tipica utilizada en la literatura del
algebra computacional. Por ejemplo, en la definicién de (Krick, 2002), solo interesa el valor de
la dltima instruccién del programa, mientras que en el trabajo de (Babai & Szemerédi, [1984)),
se consideran los resultados intermedios de todas las instrucciones y se toman como entradas
cualquier nimero de elementos del conjunto generador.

La principal motivacién de la Definicién 3.1], y es la razén por la que adoptamos la definicién
de (Biirgisser et al.,|2013), es la de obtener un modelo formal de computacién cuya complejidad
pueda expresarse en funcién a la longitud de la entrada. De esta forma, el programa de evalua-
cién depende de la longitud de la entrada y esto da lugar a lo que en complejidad computacional
se conoce como computacion no uniforme (Arora & Barak, 2009, Capitulo 6).

Veamos ahora algunos ejemplos sencillos de programas de evaluacion.

Ejemplo 3.1. Consideremos el grupo diedral Dg = (r,s|r® = 1,52 = 1,srs™! = r~1) de orden

12. Un programa de evaluacién I'p, = (I'y, 'y, '3, 'y, I's) de longitud 5 que computa al elemento

513, es el siguiente

I'i(a) =5 — b =3s
[y(a) =7 — by=r
[3(a) :=Ts(a) - I'y(a) — by=1?
Ly(a) :=T3(a) - I'y(a) — b=
[5(a) :=T1(a) - Ty(a) — by = sr®

donde a € S y S = {r, s}.



Ejemplo 3.2. Ahora consideremos el grupo simétrico Sg de orden 6!. Sean o« = (123456) y
S = (12) dos permutaciones tales que Sg = (v, ). Un programa de evaluacién Ag, que compute

el elemento (123)(4 5 6) estd dado por el siguiente conjunto de instrucciones

Ai(a) =« — bh=a=(123456)

As(a) == — b=0=(12)

Az(a) :== A(a) - A(a) — b3=a*=(135)(246)

Ay(a) := As(a) - Az(a) — by=a’8=(135246)

As(a) = Ay(a) - Ai(a) — by =a’Ba = (14)(2536)

Ag(a) :== As(a) - Ay(a) — b =a’Baf = (142536)

Az(a) := Ag(a) - Ag(a) — by = a*BaBa’BaB = (123)(456).

cona€ S?y S ={a,B}

3.3. Propiedades de los programas de evaluacién

Los programas de evaluacién introducidos en la Definicién tienen varias propiedades
interesantes. Algunas de estas propiedades las presentamos formalmente a continuacion, algunas
como proposiciones, lemas, corolarios y otras simplemente como comentarios debido a que tiende
a lo trivial, pero su implicancia por mas basica que sea ayuda a la comprension de los programas
de evaluacion y el computo con este modelo.

Si un programa de evaluacion I'¢ computa un conjunto generador de G para algin entero
positivo n, entonces G es finitamente generado. Esto es debido a que la longitud de cualquier

programa de evaluacién es siempre finita.

Lema 3.1. Para cualquier grupo GG y cualquier conjunto generador S de G, si g € (G, entonces

existe un programa de evaluacién I'¢ que computa g en S™ para algin entero positivo n.

Demostracion. Sea S cualquier conjunto generador del grupo G. Si g € S, entonces el programa
de evaluaciéon I'j(a) = g computa g. Si g ¢ S y como (S) = G, entonces podemos escribir

g=s1" syt syn (3.1)

para algin entero positivo n, con s; € Sy o; € Z parai=1,...,n. A partir de aqui podemos
construir trivialmente un programa de evaluacién que compute g simplemente anadiendo una

instruccién I'; para cada elemento s; que aparece en la descripcion (3.1]) de g. O

Como un simple corolario del Lema [3.1] podemos decir que para cualquier subconjunto finito
F C @ existe un programa de evaluacion en G sobre S™ que computa F'.

La siguiente proposicion afirma la existencia de programas de evaluacion 6ptimos, es decir,
del conjunto de programas de evaluacion que computan un conjunto dado, existe uno de longitud

minima, la menor posible.
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Proposicién 3.1. Para cualquier grupo G con conjunto generador S, si g € GG, entonces existe

un programa de evaluaciéon de longitud minima que computa g en S™ para algin n.

Demostracion. Sig € S, entonces el programa de evaluacién con una sola instruccién I'y (a) 1= g
computa g y es de longitud la menor posible. Si g ¢ S, consideremos la ecuacién (3.1) y
supongamos, por el absurdo, que no existe un programa de evaluaciéon de longitud minima que
computa g. Por lo tanto, para cualquier programa de evaluacion I' que computa ¢ y de longitud
t, existe otro programa de evaluacién A que también computa ¢ y cuya longitud s sea menor
a t. Esto implica la existencia de un programa de evaluacién de longitud 1 que computa g.
De acuerdo a la Definicién [3.1], el tinico programa de evaluacién de longitud 1 que computa
g es un programa de evaluacién con una sola instruccién I';(a) := g con g € S, lo cual es
una contradiccién ya que g ¢ S. Luego, concluimos que existe un programa de evaluacién de

longitud minima que computa g en S™ para algiin entero positivo n. O

Proposicion 3.2. Sean I'g y Ag dos programas de evaluacién en G que computan conjuntos
Fy y Fyen STy Sy, respectivamente. Existe un programa de evaluacion ®; que computa Fi U F

en S3" y su longitud es la suma de las longitudes de T'¢ y Ag.

Demostracion. Sean I'c = (I'1,...,['}) y Ag = (Ay,..., As). Supongamos que I'¢ computa F;
en S con entrada (S7,a) y Ag computa Iy en SI con entrada (S%,b). Definimos el programa
de evaluacién &g = (I'y,..., I, Aq, ..., A;) de longitud r + s. Entonces &g computa Fy U F
en la entrada (52", ab) donde ab es la concatenacién de a y by Sz = S; U Sy es un conjunto

generador de G. O]
Corolario 3.1. El programa ® de la Proposicion computa F; N F, en S3".

El Corolario [3.1] es fécil de ver que es cierto porque la interseccién de Fy y F estd contenida

en su union.

3.4. Complejidad de evaluacion de conjuntos

La motivacion de la Definicién y la razén por la que nos basamos en (Biirgisser et al.,
2013) es que queriamos un modelo computacional cuya longitud pueda depender de la longitud
o tamano de la entrada. De aqui en adelante estudiamos la complejidad computacional de
computar conjuntos utilizando la longitud o tamano como nuestro recurso computacional. A
continuacion definimos el costo de evaluacién de un subconjunto F de un grupo GG mediante

un programa de evaluacién ['g.

Definicién 3.2 (Costo de evaluacion). El costo de evaluacion de un conjunto F', denotado por

Lg(F,S™), es la longitud minima de un programa de evaluacién I'g que computa F' en S™. Si

F ¢ G entonces Lg(F, S™) = co.
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De acuerdo con la Definicién [3.2] es claro que Lg(F, S™) > |F| para cualquier subconjunto
F C Gy ademas segtin la Proposicién [3.1], existe un programa de evaluacién de longitud minima
que computa F en S™.

En el trabajo seminal de (Babai & Szemerédi, |1984)) se demostré que para cualquier grupo de
orden n, cada elemento puede computarse mediante un programa de evaluacién cuya longitud
es a lo sumo (1 + logn)?2.

Ahora definimos en base al costo de evaluacion, la medida que estaremos utilizando en este
trabajo para realizar el anélisis de comparacién entre el computo conmutativo y no conmutativo
mediante un programa de evaluacién. Esta medida estaré definida sobre una familia de grupos,
en donde cada grupo debera contener al conjunto F', de esta manera se puede hablar de los

programas de evaluacion sobre familias de grupos que computan a dicho conjunto F'.

Definicién 3.3 (Complejidad de evaluacion). Dado un conjunto F', sea G una familia de grupos

tal que F' C () G. Para cada entero positivo n definimos la complejidad de evaluacion de F
Geg
con respecto a la familia G como:

EQ(F, TL) = gleigLG(Fa Sn)

donde S es un conjunto generador minimal de G.
En particular, si C es la familia de todos los grupos conmutativos que contienen a F'y N

es la familia de todos los grupos no conmutativos que contienen a F'; definimos:

‘CC(F7n) :IGHGHClLG(F7S ) y Enc(F’n):glel}\l/,LG(F7S )

En este trabajo llamamos a L. y £,,. la complejidad de evaluaciéon conmutativa y la comple-
jidad de evaluacién no conmutativa de F', respectivamente. Si G es la familia de todos los grupos
que contienen a F', definimos analogamente la complejidad total £ de F' donde el minimo se

toma sobre todos los grupos definibles que le contengan a G.

El siguiente lema nos muestra una relacion muy simple pero a la vez importante para dos

familias de grupos.

Lema 3.2. Sean G’ y G dos familias de grupos tales que F' es un subconjunto de cada miembro
de G"y G. Si G' C G, entonces Lg(F,n) < Lg(F,n).

La demostracién del lema anterior es inmediata, debido a que si G’ € G’ y '/ es un programa
de evaluacién y como G’ C G, entonces G' € Gy Lg(F,n) < Lg(F,n).

Proposiciéon 3.3. Para cualquier par de conjuntos F'y F” y cualquier grupo G que los contenga,

se verifica que
Lo(FUF (SUT)"™™) < Lg(F,S™) + Lg(F', T™),

donde (S) = (T') = G y n, m enteros positivos.
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Demostracion. Sean I' = (I'y,...,T) y A = (Aq,...,A;) dos programas de evaluacién que
computan los conjuntos F'y F’ respectivamente. Supongamos ademéas que I' computa F en
S™ con entrada (S™,a) y A computa F’ en T™ con entrada (7™, b). Ahora definimos un nuevo
programa de evaluaciéon ® = (I'y,..., ', Ay, ..., A) de longitud r + s. Entonces & computa
F U F’ con entrada ((SUT)™™, ab) donde ab es la concatenacion de ay by (SUT) =G. O

Los siguientes dos corolarios son consecuencias inmediatas de la Proposicion (3.3

Corolario 3.2. Para cualquier familia G de grupos tal que F, F’ C () G se verifica que
Geg

Lo(FUF n+m) < Lg(F,n) + Lg(F',m).

Corolario 3.3. Lg(FNF',(SUT)"™) < Lg(F,S™) + La(F',T™).

3.5. Simulacién de programas de evaluacion

En esta seccién presentamos una técnica que llamaremos simulacion de programas de eva-
luaciéon que nos va a permitir relacionar la complejidad de evaluacién entre diferentes familias
de grupos. El término “simulacion” estd inspirada en el comportamiento de una maquina de
Turing universal, donde una maquina simula el comportamiento de otra maquina.

Para introducir el concepto de simulacion primero necesitamos definir la idea de extension
isomorfa de un subonjunto de un grupo a otro grupo, el cual nos va a permitir relacionar
programas de evaluacion sobre diferentes grupos. En adelante escribiremos H < G para indicar

que H es un subgrupo de G.

Definicién 3.4 (Extensién isomorfa). Sean G'y G’ dos grupos. Decimos que un subconjunto
F C @ tiene una extensién F’ en G’ si y solo si existe un subgrupo H < G que contiene a F,
un subgrupo H' < G’ que contiene a F’, y un homomorfismo sobreyectivo ¢ : H — H' tal que
¢(F) = F'. Llamamos a F' la eztension homomorfa (o simplemente extension) de F'en G' y lo
denotaremos como F o simplemente F cuando el grupo queda claro. Si ¢ es un isomorfismo,

entonces diremos que Fr = F’ es una extension isomorfa de F en G'.

Ahora podemos definir apropiadamente nuestra idea de simulacién de programas de eva-

luacién.

Definicién 3.5 (Simulacién). Sea G = (S) y G' = (R) dos grupos y sea I'¢ un programa
de evaluacién. Para cualquier entero positivo n, decimos que un programa de evaluacién Ag
simula a I'g si y solo si para todo conjunto F' computable por I'g en S™, existe una extension
isomorfa Fir de F en G' que es computable por Agr en R/™ donde f: N — Ny f(n) > n.

Esto lo denotamos escribiendo I'g < Agr.

Si dos grupos no contienen subgrupos isomorfos, entonces de la Definicién [3.5] de simulacion

es facil ver que no puede existir una simulacién entre ellos. Es decir, si los grupos G y G’ no
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computado
por Iz

computado

FG < AGi’ por Ag,

Figura 3.1: Simulacion

contienen subgrupos isomorfos, entonces no existen programas de evaluacion I'g y Ag tal que
I'g < AG/.

Como la simulacion establece una relacion entre programas de evaluacién, es natural pre-
guntarnos que tipo de relacion es. Los siguientes resultados nos brindaran una visién clara al

respecto.
Lema 3.3. La relacién < es una relaciéon reflexiva. Esto es, I'q < I'g.

La demostracion es trivial, ya que si F' es un conjunto computable por I'¢ en S™, F' es un

subconjunto de GG y G es isomorfo a si mismo, entonces F' es una extension isomorfa de I’ en

G.

Lema 3.4. La relacién < es una relacién transitiva. Esto es, si I'q;, < Ag, v Ag, < ey,

entonces I'g, < Pgs,.

Demostracion. Sea F; un conjunto computado por I'g, en ST y FIGz una extension isomorfa
de F} en G5 que es computable por Ag, en S5. De la misma manera, sea FQGS una extension
isomorfa de F, en G5 computable por ®¢, en S§ donde Gy = (51), Gy = (S2) y G3 = (S3). Para
demostrar la transitividad de < es suficiente con demostrar que F3 es una extensién isomorfa
de Fi en Gj.

Sean Hy < Gy, Hy < Gy y ¢ : Hi — Hs un isomorfismo tal que F; C Hy, Fo, C Hy y
¢(F1) = Fy. Anédlogamente, sean Ny < Go, N3 < G3 y ¢ : Ny — N3 un isomorfismo tal que
Fy C Ny, F3 C N3y p(Fy) = F3. Como Hs y Ny son subgrupos de Gg, entonces Hy N Ny es
también un subgrupo de Gy. Notemos que Fy C Hy N Ny y que gb_l(Hg N N3) es un subgrupo
de G y ¢(Hy N Ny) es un subgrupo de Gs. Luego tenemos que F; = ¢~ (Fy) y ¢(Fy) = Fi.
Esto implica que ¢ o ¢ es un isomorfismo entre ¢~ '(Hy N Ny) v ¢(Ho N Ny) y se cumple que

©(¢(F1)) = F3. Concluimos que Fj es una extension isomorfa de Fy en G3, como querfamos. [
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A continuacién, con la Proposicién determinamos que la relacién de simulacién es una

relacion de preorden.
Proposicién 3.4. La relacién < es una relacion de preorden.

La Proposicién [3.4] de arriba es consecuencia inmediata de los Lemas [3.3] y [3.4] anteriores.
La siguiente proposicion nos permite concluir que la relacién de simulacién no es una relaciéon

de equivalencia.
Proposicion 3.5. La relacién < no es una relacién simétrica.

Demostracion. Sea G cualquier grupo no trivial y sea {1} el grupo trivial. Cualquier programa
de evaluacién Ay puede ser simulado por cualquier programa de evaluacién I'g, y por lo tanto,
Agy < T'g. Por otro lado, si I es un conjunto computado por I'¢ que contenga por lo menos
un elemento que no sea la identidad, entonces ningin programa de evaluacién en {1} podréa

computar F'. ]

3.6. Complejidad conmutativa versus complejidad no con-

mutativa

La medida definida en la Definicion como hemos mencionado antes, es la medida que
estaremos utilizando para comparar el poder de cémputo de los programas de evaluacién con-
mutativos y no conmutativos. En esta seccion estudiaremos la relacion entre la complejidad de

evaluacion conmutativa y la no conmutativa.

Lema 3.5. Para todo grupo conmutativo G con F' C G existe un grupo no conmutativo G’ tal
que
L (Fer, RY) < Lg(F, S™)

donde (S) =Gy (R) =G".

Demostracion. Sea I'¢ un programa de evaluacién de longitud minima que computa F' en la
entrada a = (ay,...,a,) € S™ para un conjunto generador S de G y con salida b = (by,...,b;) €
G". Construimos un grupo no conmutativo G’ y un programa de evaluacién Ag que simula I'g.

Sea N cualquier grupo no conmutativo con 1y como elemento identidad y sea G' = G x N.
Es claro que G’ es un grupo con la operacién de grupo definida como una multiplicacién
componente a componente, y ademas que GG’ es no conmutativo pues N no lo es. Sea ahora
I = (I'1,...,T). Para cada instruccién I'; construimos una nueva instruccion A; en G’ de la

siguiente manera:
(i) siIy(a) = a; para algin j € {1,...,n}, entonces hacemos A; = (a;, 1y);
(i) SiTy(a) =T;'(a) para algin j < i, entonces hacemos A; = (I';', 1y);

J
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(iii) si[y(a) =Tj(a) - I'y(a) para algin j, k < i, entonces hacemos A; = (I'; - I', 1n).

Sea F' = {by,...,b;}. Si definimos la entrada para Ag como a' = ((al, In), .., (an, 1N)),
entonces la salida es exactamente b’ = ((br, 1n), ..., (b, 1n)).

Consideremos ahora F” = {(by,1y),..., (b, 1n)}. Sea G; = G x {1x}. Tenemos entonces
que G7 es un subgrupo de G’ y es isomorfo a G. Entonces como F’' C G; y F C G, tenemos
que F’ es una extension isomorfa de F en G/, es decir, I/ = Fr. Concluimos que I < A v el
nimero de instrucciones de A¢g es igual al nimero de instrucciones de I'g. Por lo tanto, como
T es de longitud minima, tenemos que Ly (Fer, R") < Lg(F, S™). O

Uno de los resultados principales de este trabajo lo presentamos en el siguiente teorema.
Teorema 3.1. L,.(EF,n) < L.(F,n).

Demostracion. La demostracion del teorema es una consecuencia inmediata del Lema 3.5l Pues
notemos que segin el lema mencionado, para todo grupo conmutativo GG que contiene a F’ existe

un grupo no conmutativo G’ que contiene una extensién isomorfa Fer de F en G tal que
Le/(Fery R") < Lg(F,S™),
entonces podemos afirmar que

in Lo (Egr, R") < min Lg(F, S™
iy Lo (Fer BY) < pip Lo(F. 57)
es decir

Loo(F,n) < L(F,n)

como queriamos. O

El Teorema [3.1] establece que la complejidad de evaluacién no conmutativa de un conjunto

F' es a lo sumo la complejidad de evaluacion conmutativa del conjunto F'.
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CAPITULO 4

PROGRAMAS DE EVALUACION EN GRU-
POS TOPOLOGICOS

En este capitulo consideraremos un programa de evaluacién definido en un grupo topologi-
co y presentaremos algunos resultados interesantes que se obtienen bajo esa consideracién.
Primeramente recordaremos algunas definiciones topoldgicas basicas, luego veremos algunos
conceptos bdsicos necesarios de grupos topoldgicos y algunas propiedades importantes de es-
tos. Inmediatamente después definiremos los programas de evaluacion sobre grupos topolégicos
y pasamos a analizar algunas propiedades intrinsecas relacionadas a estos en dichos espacios.
Estudiamos al final algunas propiedades interesantes que resultan al considerar los programas

de evaluacion en grupos topolédgicos.

4.1. Espacios topoldgicos

Sea X un conjunto no vacio, una topologia (o estructura topolégica) en X es una familia o

coleccion 7 de subconjuntos de X que satisface las siguientes tres propiedades:
1. 0y X estén en 7.
2. La interseccion finita de elementos de 7 estd en 7.
3. La unién arbitraria de elementos de 7 esta en 7.

Al par (X, 7) consistente de un conjunto X y una topologia 7 en X (sobre X o de X,
indistintamente) se denomina espacio topoldgico. Cuando no es necesario especificar la topologia
con la cual el conjunto X se considera como un espacio topoldgico, simplemente nos referiremos

a X como un espacio, sin confundirlo con un simple conjunto. Notemos que dado un conjunto
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X, este puede estar munido o dotado de varias topologias distintas entre si y que en cada caso
lo convierte en un espacio topoldgico distinto.

A los elementos del espacio X se los llama puntos y a cada miembro o elemento de la
topologia 7 se lo denomina conjunto abierto o simplemente un abierto, esto es, U es abierto en
X siysolosi, U € 7. De acuerdo a esto y a lo mencionado en el parrafo anterior, un subconjunto
puede ser abierto para una topologia y no ser abierto para otra topologia.

Si (X, 7) es un espacio topolégico, un entorno de un punto z € X es cualquier conjunto
abierto que contenga a z, segin se considera en (Dugundji, 1966)) y (Munkres, 2000).

Cualquier conjunto X puede dotarse de una topologia, por ejemplo, si consideramos 7 =
P(X) la coleccién de todos los subconjuntos de X y 75 = {0, X'}, ambas son topologias sobre X
y son llamadas topologia discreta y topologia indiscreta o trivial, respectivamente. Asi, (X, 1)
se denomina espacio discreto y (X, 73) espacio indiscreto.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Cualquier subconjunto A C X puede dotarse de una

topologia que hereda como subconjunto de X. En efecto, la familia

Ta:={ANU|U €1}

es una topologia sobre el conjunto A denominada topologia de subespacio, topologia relativa o
topologia inducida de A respecto a X. Con esta topologia, A se denomina subespacio topoldgico
de X; sus conjuntos abiertos son todas las intersecciones de conjuntos abiertos de X con A.
Este hecho nos muestra con claridad que el ser un conjunto abierto es relativo a la topologia
en cuestion, pues si A C Y C X, puede darse el caso que A sea abierto en Y pero no asi en X.
Ahora, si A es abierto en X, de hecho lo es también en Y, pues A = YN A con A abierto en X.

La tarea de especificar una topologia se simplifica bastante dando solo los conjuntos abiertos
necesarios para generar todos los demas conjuntos abiertos. Esto nos introduce a la definicién
de base para una topologia. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una familia # C 7 se denomina
una base para 7 si cada conjunto abierto es la unién de miembros de #. # es también llamado
una base para el espacio X y cada miembro de la base se denomina conjunto abierto basico de
la topologia 7. No solo es cada miembro de 7 la uniéon de miembros de A, sino también, debido
a que A C 7y a la definicion de topologia, cada unién de elementos de Z pertenece a 7, esto
significa que una base para 7 determina completamente a 7.

Dado una base 4 para la topologia de X, puede existir varias bases para la misma topologia
en X. A partir de una base % podemos generar u obtener también la topologia 7 en X que

tiene como base a # de la siguiente manera:

r={UCX|VzxeU, I3eAB: z€pCU}

Dos bases 8y %' en X son equivalentes si ambas generan la misma topologia sobre X.
Una subbase . para una topologia sobre X es una familia o colecciéon de subconjuntos de
X cuya unién es igual a X. La topologia generada por la subbase .# se define como la coleccién

de todas las uniones de intersecciones finitas de los elementos de .. De acuerdo a la definicién
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de subbase, podemos concluir que si .¥ es una subbase, entonces . C % C 7 donde

2 = { intersecciones finitas de elementos de .7’}

7 := { uniones arbitrarias de elementos de A}

Dados dos espacios topoldgicos (X, 7x) v (Y, 7y), la topologia producto sobre el producto
cartesiano X x Y es la topologia que tiene como base a la coleccion de todos los conjuntos de la
forma U x V donde U es abierto en X y V es abierto en Y, es decir, si U € 7x y V € 7y. Esta
definicién se puede generalizar para cualquier producto cartesiano de n espacios topoldgicos

Xq,...,X,, esto es, la topologia producto del producto cartesiano finito

donde cada V; es un conjunto abierto en X;, parai=1,...,n.

Consideremos un espacio topologico X y recordemos algunos conceptos elementales y fami-
liares en cualquier curso de andlisis.

Un subconjunto A C X se llama conjunto cerrado si el complemento de A en X, que lo
vamos a denotar aqui mediante @x(A) = X — A, es un conjunto abierto en X.

Es importante notar que

(1) La interseccién arbitraria de cualquier familia de conjuntos cerrados es un conjunto ce-

rrado.

(2) La unién de una cantidad finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Esta definicién de arriba de conjunto cerrado no es intrinseca, ya que para decidir si es
cerrado o no un conjunto se considera el complemento y no el conjunto en si. Veamos ahora
algunas formulaciones intrinsecas mediante otros conceptos que nos seran utiles mas adelante.

Sea A C X. Un punto z € X se denomina punto de adherencia de A si todo entorno de x
interseca a A, es decir, U N A # (). Al conjunto de todos los puntos de adherencia de A se lo

denota por A y se lo llama la clausura de A. De esta manera podemos escribir
A:={r € X |VentornoU dex, :UNA#(Q}

Otra forma de definir A es la siguiente:

X::ﬂ{FQXHFescerrado)/\ F D A}

Mediante esta ultima igualdad, es facil ver que
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1. ACA
2. A es cerrado si, y solo si, A = A.

3. A es el menor conjunto cerrado que contiene a A, es decir, si F' es un conjunto cerrado

que contiene a A, entonces F C A.
4. Si A C B, entonces A C B.
5 A= A, esto es, A es un conjunto cerrado.

Otra forma alternativa de describir los conjuntos cerrados es a través de sus puntos de
acumulacion.

Un punto z € X se denomina punto de acumulacion o punto limite de un conjunto A si cada
entorno U de x contiene al menos un punto de A distinto a z, es decir, si UN (A —{z}) # 0. Al
conjunto de todos los puntos de acumulacién se lo denota por A’ y se llama conjunto derivado
de A. Asi

A':={x € X |Ventorno U de z, : UN(A—{x}) # 0}

Las propiedades fundamentales del conjunto derivado son las siguientes:
1. A=AUA

2. A es cerrado si, y solo si, A’ C A, es decir, A es cerrado si, y solo si, contiene a todos sus

puntos de acumulacién.

Con la idea de relacionar diferentes espacios topoldgicos introducimos el concepto bien
conocido ya de funcién entre espacios topoldgicos. Dados dos espacios topologicos (X, 7x) e
(Y, 7v), observemos que una funcién f : X — Y relaciona los elementos del conjunto X con
los elementos del conjunto Y y también relaciona los subconjuntos de X (elementos de (X))
con los subconjuntos de Y (elementos de Z(Y)) y viceversa, y esto lo hace ya que induce dos
funciones 2/ : Z(X) — P(Y)y 2/ : P(Y) - P(X) tales que para cada A C X y cada
BCY,

1

2/(A) = f(4) y 2/(B)=f'(B),

es decir, 2/ es la funcién imagen y 2/ es la funcién preimagen o imagen inversa. Notemos
que 277" en absoluto se refiere a la funcién inversa de f sino a la preimagen de B mediante
f. A partir de aqui forzamos un poco la notacién pues, por simplicidad, para expresar 2/(A)
escribiremos f(A) y para expresar 2/ (B) escribiremos f~1(B).

En base a lo mencionado, definamos la continuidad de funciones. Sea (X, 7x) y (Y, 7y) dos
espacios topologicos. Una funcion f : X — Y decimos que es continua si la preimagen de cada
conjunto abierto en Y es un conjunto abierto en X, esto es, para cada V € 1y, f~1(V) € 7x,
es decir, 2/ ~! envia elementos de 7y a elementos de Ty. De esta manera podemos decir que
las funciones f : X — Y que son adecuadas o interesantes, son aquellas que relacionan los
elementos de 7y con los elementos de 7.

Algunas propiedades elementales de funciones continuas son las siguientes:
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1. Composicion: Si f: X — Y yg:Y — Z son funciones continuas, también lo es la funcion

compuesta go f : X — Z.

2. Restriccién del dominio: Si f: X — Y es continua y A C X con la topologia de subes-
pacio, entonces f|a : A — Y también es continua. Recordemos que f|s(z) = f(z) si

r € A

3. Restriccién del codominio: Si f : X — Y es continua y f(X) C Y estd dotado de su

topologia de subespacio, entonces f : X — f(X) también es continua.

Dado el producto cartesiano X x Y, podemos definir las funciones
P X XY =X 'y p: XxY—=>Y

mediante las ecuaciones:

pi(z,y) =2 vy pz,y)=y

para cada (z,y) € X x Y. Estas funciones se denominan funciones proyecciones en la primera

y segunda coordenada, respectivamente. Estas funciones las podemos generalizar para el caso

n
del producto cartesiano finito de n espacios X;, [[ X;, de la siguiente manera:
i=1

pj:HXi—>Xj donde p;(z) =x; con xEHXi yj=1,...,n.

=1 i=1

Si U es un abierto en X;, notemos que pj_l(Ui) =[] Y: donde

1=1

v X, sii#j
Uj SlZ:j

es decir

piHU) =Up x Xy x -+ X X,
Py (Up) = Xy x Uy x X3--- X X,

P (U,) = X1 x Xy X -+ X U,,.

Esto significa que si U; es un conjunto abierto en X, entonces pj_l(Uj) es un conjunto

n n

abierto en [] X;, donde [] X; tiene la topologia producto. Por lo que concluimos que las
i=1 i=1

funciones proyecciones p; son funciones continuas cualquiera sea j = 1,...,n siempre y cuando

[T Xi esté dotado de la topologia producto. Este tltimo hecho nos permite afirmar con toda
i=1
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certeza que la coleccién
7 ={p;"(U;) | U; abierto en X; con j=1,...,n}

n
es una subbase para la topologia producto sobre el producto cartesiano [ X;, pues
i=1

y ademas

n
el cual es un elemento de la base para la topologia producto de [] X;.
i=1
Una funcién continua f : X — Y es llamada un homeomorfismo si existe una funcién

continua ¢ : Y — X tal que
feog=1y ygof=1x

donde 1x y 1y denotan la funcién identidad en X e Y, respectivamente. En otras palabras,
f es un homeomorfismo si f es biyectiva y bicontinua (esto tltimo significa que f y f~! son
funciones continuas).

Un espacio topolégico X se dice que es homogéneo si para cada par de puntos z,y € X
existe un homeomorfismo f : X — X tal que f(z) =y, es decir, para cada z,y € X existe un
homeomorfismo que lleva x a y, y viceversa.

Sea A C X. Dada una familia &/ de subconjuntos de un espacio topologico X, decimos que

Ac|Ju

Ueu

U es un cubrimiento de A en X si

Si los elementos de la familia &/ son conjuntos abiertos de X, entonces decimos que U es un
cubrimiento abierto de A en X. Decimos que un subconjunto A C X es compacto en X si todo

cubrimiento abierto U de A en X posee una subfamilia finita que también cubre a A.

4.2. Grupos topolégicos

Un grupo topolégico es una terna (G, -, 7) consistente de un grupo G, la operacién de grupo
-+ G X G — G y una topologia 7 en G tal que se cumpla las siguientes tres condiciones:

(McCarty, [1988))
1. La funcién - es continua.

2. La funcién de inversién inv : G — G definida por inv(g) = ¢! para cada g € G, es

continua.
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3.

El conjunto unitario {e} es cerrado en G, con e el elemento neutro de G. Este requeri-

miento consiste en que G — {e} sea un conjunto abierto en G.

Nos referiremos al grupo topoldgico (G, -, 7) simplemente como el grupo topolégico G sin la

necesidad de especificar la operacién de grupo ni la topologia 7, por simplicidad, a menos que

sea estrictamente necesario.

Para la continuidad de la funcién - : G X G — G, consideramos G' X G con su topologia

producto.

Todo subgrupo de un grupo topolégico es un grupo topoldgico con respecto a la topologia

relativa. Cualquier grupo G puede considerarse un grupo topolégico con respecto a la topologia

discreta llamado grupo discreto, y con respecto a la topologia indiscreta es un grupo topoldgico

llamado grupo indiscreto.

Alguno ejemplos interesantes de grupos topoldgicos son los siguientes.

1.

El grupo aditivo (X, +) de todo espacio normado (X, || - ||) es un grupo topolégico.

(R™, +) es un grupo topoldgico abeliano con respecto a cualquier métrica inducida por la

norma.

. (C*,+) es un grupo topoldgico.

. El grupo GL,(R) de la matrices invertibles n X n es un grupo topolédgico con respecto

a la multiplicaciéon de matrices llamado el grupo general lineal de orden n sobre R. La

topologia en cuestién es la topologia inducida por la métrica

d(A,B) = ( i |Aij — Bz‘j\Q)é

=1

con A = (4;j), B=(Bj;) € GL,(R).

Si G es un grupo topoldgico, entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:

1.

4.

La multiplicacién por izquierda A, : G — G, definida por A\,(z) = gx es un homeomorfis-

mo.

. La multiplicacién por derecha p, : G — G, definida por p,(z) = g es un homeomorfismo.

. La conjugacién ¢, : G — G, definida por ¢,(z) = grg~" es un homeomorfismo.

La inversién inv : G — G, definida por inv(z) = 2~! es un homeomorfismo.

Demostracion. Estas afirmaciones nos seran muy utiles por lo que vamos a demostrar por lo

menos la primera de ellas ya que la demostracion misma nos sera de mucha ayuda. Las demas

demostraciones son analogas.
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Para el (1.), fijado ¢ € G, debemos probar que A, es bicontinua y biyectiva. En efecto,
notemos que Ay = [(xc : G — G, entonces la continuidad de - : G x G — G garantiza la

continua de \,. La funcién A\;-1 : G — G también es continua por la misma razén y ademés
(AgoXg-1)(2) = Ag(Ng1(2)) = Ng(g7 ') = g9l =2

(/\g*1 © )‘g)(fp) = )\971()\(](:5)) = /\9*1(9$) =g lgr=ux
es decir,

)\g o >\g—1 =1¢g y )\9—1 o )‘g = 1g,
por lo que A, es un homeomorfismo, como querfamos. O

Dados g, h € G, notemos que A\jo A, = Agp,. Sabemos ya que la multiplicacion por izquierda

es un homeomorfismo en el grupo G. Dicho esto, cualesquiera sean g, h € GG

esto significa que cualquier par de puntos en un grupo topoldgico se puede conectar mediante
un homeomorfismo en G, por lo tanto, todo grupo topolégico es un espacio homogéneo.

Sea {G, | a € &} una familia de grupos topoldgicos, entonces el grupo producto

G::HGQ

acd

es un grupo topoldgico con respecto a la topologia producto.
Si G es un conjunto dotado de dos operaciones binarias + (suma) y - (multiplicacién o

producto), se llama anillo si se camplen las siguientes propiedades:
1. (G,+) es un grupo conmutativo.
2. La multiplicaciéon - es asociativa.

3. Se cumplen las propiedades distributivas del producto sobre la suma, es decir

a-(b+c)=a-b+a-cy (b+c)-a=b-a+c-a

4.3. Continuidad de los programas de evaluacién

Sea G un grupo topoldgico y 7 la topologia que hace que la operacion de grupo y la funcion
inversion sean continuas. De aqui en adelante supondremos que G esta dotado de la topologia
7 que hace de G un grupo topoldgico.

Podemos interpretar un programa de evaluaciéon I'g = (I'y,...,I) con G = (S) como

una funcién de la siguiente manera. Para cada entrada a € S™ sea (by,...,b;) € G* la salida
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correspondiente de a respecto a I'g, es decir, b; = I';(a) parai = 1,...,t. Paracadai € {1,...,t}

definamos la funcién ~; : S™ — G como

Denotemos por Z = {71,...,%} vy llamémoslo la familia de funciones inducidas del pro-
grama de evaluacién I'¢ de G sobre S™. De esta manera, tenemos definido también la funcién

v : 8" — G* mediante

v= (%),

Asi, para cada a € S™, tenemos que y(a) = ('yi(a));l. Notemos que para cada j € {1,...,t}
tenemos que

PjoY =7

donde p; es la funcién proyeccién en la j-ésima coordenada.

Consideremos ahora las siguientes dos funciones

frg:4{1,....,m} —={1,...,n}

donde n y m,; son nimeros enteros positivos e i = 1, ..., t. Estas funciones f y g nos permitiran

expresar cada funcién inducida v; de una manera adecuada.

Lema 4.1. Cada funcién inducida ~; es de la forma

donde a = (a1,...,a,) € S", ya; € Zparaj=1,...,m,.

Demostracion. Probemos el lema mediante induccion en ¢. Para ¢ = 1, tenemos las siguientes
opciones
a;, o bien
m(a) = aj_l, o bien

aj - Qg

para algin j, k € {1,...,n}. Esto es porque, de acuerdo a la Definicién la primera instruc-
cién solo puede tomar directamente los elementos del conjunto generador S. Ahora supongamos
que

. . Yy Qaf(my)
vi(a) =b; = (1) @ f(m;)

para cualquier j < i. Sea 7v;41(a) = biy1. Si b4y = a; para algin j € {1,...,n} ya estd. Si
bii1:= Fj_l(a), entonces b1 = b; y biy1 es de la forma que querfamos. Si b,y := I';(a) - I'x(a),
entonces

Qg f(1) &G, f(mj) Qg g(1) Ok, g(my,)

biv1 = bj b= a;50) 0 pn ) Ghglty T Vkg(my) ¢

y el lema esta probado. O]
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El siguiente teorema establece que cada funcién inducida ~; es continua.

Teorema 4.1. Si G = (S) es un grupo topoldgico, entonces 7; es una funcién continua para

cadat=1,...,t.

Demostracion. Dado que G es un grupo topolégico, tenemos que la operacién de grupo asociada
a (G es continua y la funcién de inversién inv también es continua. Para demostrar que ~; es
continua, fijemos 7 € {1,...,t} y consideremos a € S™ cualquiera sea.

Sea 7;(a) = b;. Si b; := a; para algin j € {1,...,t}, entonces v; = p; donde p; : S — S
es la funcién proyeccién en la j-ésima coordenada. Asi, v;(a) = a; = pj;(a) es una funcién
continua. Ahora, si b; := I';'(a) para algin j < i, entonces b; = (7;(a))™". Por lo tanto,
vi(a) = (v;(a))™" = inv(v;(a)) y como ;(S™) € G tenemos que 7; = inv|,,(gn) por lo que ~; es
una funcion continua por ser la restriccién de una funciéon continua.

Por tltimo, si b; = I';(a) - I'y(a), entonces b; = ~;(a) - vx(a), esto significa que v; =

|, (57)xvx (s7)> Tu€gO 75 es una funcién continua. O

A continuacién, probaremos que la funciéon v obtenida a partir de las funciones inducidas

~; es también una funcién continua.
Teorema 4.2. La funcién v : S™ — G* definida por v = (v;)!_; es una funcién continua.

Demostracion. Las funciones proyecciones p; : G* — G son funciones continuas si G' estd
dotado de la topologia producto, tal como hemos visto en la Secciéon 4.1, Esto implica que
para cada conjunto abierto U en G, su preimagen mediante p;, es decir pj_l(U ), es un conjunto
abierto en G*; ademds, pj’l(U ) es un elemento de la subbase para la topologfa producto de G*.

Para probar que 7 es continua, consideremos cualquier elemento de la subbase, digamos

pj_l(U)7 y demostremos que 7’1(pj_1(U)) es un conjunto abierto en S™. De hecho

En esta ultima expresion, por el Teorema sabemos que cada funcién inducida v; : S™ — G
es continua, por lo que 7; Y(U) es un conjunto abierto ya que U es un conjunto abierto en G.

Por lo tanto, la funcién v es una funcién continua. O]

Definicién 4.1. Sea I'¢ un programa de evaluacion en G sobre S™ con una familia de funciones
inducidas Z = {71, ...,7}. Decimos que un elemento g € G es computado por el programa de

evaluacion I'g si existe a € S™ tal que

9= Yo (CL)
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para algin iy € {1,...,t}. Andlogamente, decimos que un conjunto F' es computado por el

programa de evaluacién ['g si existe a € S™ tal que

FC U{%(a)}

Considerando el Ejemplo .1} y de acuerdo a la Definicién [£.1I} podemos decir que I'p,
computa cualquier subconjunto del conjunto {\, p, p*, p?, A\p3}.

En el mismo sentido, del Ejemplo concluimos que Ag, computa cualquier subconjunto
del conjunto {a, 8, a?, a?B, a?Ba, a?BafB, o?BaBa’Bab}.

El siguiente teorema caracteriza los conjuntos computados por un programa de evaluacién

en términos de su familia de funciones inducidas.

Teorema 4.3. Si ['g es un programa de evaluacién en G sobre S™ que computa a un conjunto

F'y con una familia de funciones inducidas Z = {7;}!_;, entonces
F=Jn0i ' (F),

para algin I C {1,...,t}.

Demostracion. Dado que el programa de evaluacién I'g computa F', entonces de acuerdo a la

Definicién [4.1], existe a € S™ tal que

FC U{%‘(a)}

lo cual significa que para cada y € F' tenemos que y = v;,(a) para algin i, € {1,...,t}. Esto
implica que a € v, Y(y) y por ende

iy (@) € %, (3. (1) € v, (05, (F)).-

Por lo tanto, para cada y € F se verifica que y € 7;, (W;I(F)) para algin i, € {1,...,t}.
Denotemos por [ al conjunto de todos los i, en {1,...,t} que satisfacen la dltima afirmacién.

De esta manera

F < i (F))

Por otro lado, es facil ver que v;(v; '(F)) C F para cada i € {1,...,t}, por lo que en particular

se cumple que

UnbGi' @) C R

el

Luego, de ambas inclusiones concluimos que F = | J v;(v; '(F)), como querfamos. O
i€l

Si consideramos que GG es un grupo finito, el siguiente teorema nos da un argumento cons-
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tructivo de un programa de evaluacion que computa la clausura de un conjunto computable.
Aunque el resultado es relativamente trivial, quiza, lo importante aqui es la construccién misma

del programa de evaluacion.

Teorema 4.4. Si F' es un conjunto computado por un programa de evaluaciéon I'g con G = (S)
un grupo finito, entonces la clausura de F, F, en G es computable por un programa de evaluacion
en G de longitud al menos Lg(F, S™).

Demostracion. Como F' es computado por I'g, entonces existe a € S™ tal que

F C{mnla),...,v(a)}.

Debido a que G es finito y F C G, entonces F también es finito. Considerando que F C F,
mostraremos como construir un programa de evaluacién que computa cada x € F — F.

Ya que G es un grupo topoldgico, sabemos que G es un espacio topolégico homogéneo, por
lo que para cada par de puntos x,y € G existe un homeomorfismo que envia x a y. De hecho,
para cada g € G, la funcién multiplicacién por izquierda A\, : G — G definida por A\j(x) = gz

para cada x € G es un homeomorfismo. Si g = yz~! entonces tenemos que

Ag(2) = gz = (yz~ Nz = y(a~'z) =y,

lo cual implica que A,,;-1 es un homeomorfismo que lleva x a y. Tal y como lo habiamos visto
en la Seccién 4.2

Denotemos por {iy,...,7} € {1,...,t} el conjunto de todos los indices i; tales que v;,(a) €
F paracadaj =1,...,tydondet es lalongitud de I'g. Construimos un programa de evaluacién
Ag como sigue. Si F — F = {®i .., 7, }, entonces definamos A; como
[y (a) forj=1,...,t
Aj(a) == 3 - -
Af)«“z’j-FZjil(a)(Fiifl(a)) forj=t+1,...., 0+

El programa de evaluacién Ag = {A1,..., Az} computa todos los subconjuntos del conjunto

{%1 (a’)> s 7%{(0’)’ Ligyyye - 7xif+r}
ya que para a € S™,

Aj(a) =Ty, (a) =v;,(a) € F paraj=1,...,t

Ajla) = A, r1 (0T, (a) = T7' (a)- Ty, (a)=w, €EF—F paraj=t+1,....,t+r

J i1 ti—1
Por lo tanto, Ag computa F y su longitud es £ +r >t > Lg(F, S"). ]
El siguiente teorema afirma que todo conjunto computado por un programa de evaluaciéon
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en G es de hecho un conjunto compacto en G.

Teorema 4.5. Si F' es un conjunto computado por un programa de evaluacion I'g, entonces

F' es un subconjunto compacto de G.

Demostracion. Sea U un cubrimiento abierto de F' en GG. Como F' es computado por I'g,
entonces F' es un conjunto finito, por lo tanto, para cada y € F' escogemos un entorno U, en
U, lo cual implica que
FclJu,
yeF
Esto significa que U contiene una subfamilia finita que también cubre a F'. Por lo tanto F' es

un subconjunto compacto de G. [

4.4. Familia de funciones inducidas en anillos

Ahora consideramos un anillo (G, -, +) donde (G,+) es un grupo topoldgico, (Gy,-) es un

monoide topolégico con Gg = G U {0} y 0 es el tnico elemento de Gy sin inversa.

Definicién 4.2. Si Z = {7,...,%} es una familia de funciones inducidas de algin programa
de evaluacién ', definimos una funcién p : Gy — Gy sobre el anillo (G, -, +), con 0 como la

identidad aditiva, mediante
t
pa) = 7ila).
i=1
Llamaremos a esta funcién u la funcion generada de T'q.

Del Teorema[4.1] sabemos que cada funcién inducida 7; es continua, por lo tanto, el siguiente

lema resulta de inmediato.

Lema 4.2. Si (G,+) es un grupo topoldgico, entonces la funcién generada p por un programa

de evaluacién I' es continua.

Demostracion. Si (G,+) es un grupo topolégico, entonces la funcién operacién de grupo + :

G x G — G es continua, por lo que p es continua ya que cada 7; también lo es. O

Si la funcién g es un polinomio, entonces podemos acotar su grado, segin indica el siguiente

teorema al respecto.

Teorema 4.6. Si y es un polinomio generado por algiin programa de evaluacién I' de longitud

t, entonces el grado de y es al menos 0 y a lo sumo 2071,

Demostracion. Si p es un polinomio, entonces cada funcion ; la podemos considerar como un
monomio. Denotemos por deg(p) el grado de un polinomio p.

Si y;(a) = I'y(a) = a4, entonces deg(v;) = 1; si y;(a) = [i(a) = Fj_l(a) para algin j < i,
entonces deg(y;) > 1; si v;(a) = I';(a) =T'j(a) - T'k(a), entonces deg(~;) > 0.
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Como p(a) = v1(a) + -+ + n(a), entonces tenemos que deg(p) > deg(y;) > 0. Por otro
lado, para determinar el mayor grado posible de u, tomemos cualquier a; € {aq,...,a,} C S
y multipliquémoslo consigo mismo tantas veces como podamos. Para este efecto, podemos
construir un programa de evaluacién que haga eso, es decir, existe un programa de evaluacién

tal que

be = n(a) = y-1(a) - y-1(a) = G?H,
y por lo tanto, deg(u) < 2!7!. De esta manera, demostramos que 0 < deg(p) < 21
O

Por ultimo, como u es la suma de las funciones inducidas ;, es 16gico pensar que si tenemos
dos programas de evaluacion I'¢ vy Ag que generan dos funciones, entonces la suma de estas
funciones generadas vuelve a ser una funcion generada de algin programa de evaluacién en G.

El siguiente teorema nos habla justamente al respecto. Como hemos mencionado en

Teorema 4.7. Sean p y p dos funciones generadas por los programas de evaluacion I'g vy Ag,
respectivamente. Entonces la funcion A : Gg — Gy definida como A = u + p es una funcién

generada de algin programa de evaluaciéon en G.

Demostracion. Dado que p y p son funciones generadas de los programas de evaluacion I'g y

Agq, respectivamente, tenemos que
t T
pla) =Y 7ia) vy p(b) = 6i(b),
i=1 i=1

donde (%)::1 y (51')::1 son familias de funciones inducidas de I'g y Ag, respectivamente, con
a € S" be R™ siendo G = (S) = (R).

Podemos definir una nueva funcién de la siguiente manera

t+r

Aab) = p(a) + p(b) = Z wi(ab),

donde
vi(a), parai<r
pi(ab) = .
di—r(b), parar <i<t+r.
Esto produce un programa de evaluaciéon Ag = (Ay, ..., Aiyr) que en la entrada ((S UR)™™ ab)

genera la funcion .
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CAPITULO 5
CONCLUSION

En este trabajo iniciamos el estudio de los programas de evaluacion definidos sobre gru-
pos. Estudiamos la complejidad computacional de un programa de evaluacién que computa
subconjuntos de un grupo y sus propiedades topoldgicas siempre que el grupo sea un grupo
topoldgico.

Uno de nuestros principales resultados es una técnica de simulacion que nos permite realizar
el estudio que nos hemos planteado, comparar la complejidad conmutativa contra la comple-
jidad no conmutativa. Especificamente nos permite comparar la longitud de un programa de
evaluacion definido sobre un grupo contra la longitud de otro programa de evaluacion definido
sobre un grupo (potencialmente diferente). Este resultado estd expresado en el Teorema ,
el cual establece que EnC(F ,n) < L.(F,n) lo cual significa que la complejidad no conmutativa
de la extensién isomorfa de un conjunto F es menor o igual a la complejidad conmutativa del
conjunto F. Tal y como los hemos explicitado en el Capitulo [I] esto va en contra de nuestra
intuicién, pero esto se debe justamente a la falta de cancelacién en las estructuras algebraicas
no conmutativas.

A parte de esta técnica de simulacién que nos permite relacionar las complejidades entre
diferentes familias de grupos, establecemos las bases tedricas para su utilizacion e introducimos
el concepto de extension isomorfa que nos ayuda justamente a poder relacionar dos grupos entre
si y por ende, comparar las complejidades.

El hecho que un programa de evaluacién simule otro programa de evaluacion, establece
una relacién en el conjunto de los programas de evaluacion que computan un conjunto dado,
salvo un isomorfismo. En este sentido, también estudiamos las propiedades de esta relacion de
simulacion en dicho conjunto, y ademas estudiamos algunas caracteristicas interesantes de la
simulacion.

Otro resultado relevante es que siempre que se considere un programa de evaluacion defi-



nido sobre un grupo topolégico, cada programa de evaluacién define una familia de funciones
inducidas que cumplen varias propiedades interesantes. Una de ellas es que cada instruccién del
programa de evaluacién induce funciones continuas. Ademas, los conjuntos computados por el
programa de evaluacion son caracterizados por esta familia de funciones inducidas del programa
de evaluacién (Teorema [4.3)).

Existe mucho por investigar desde esta perspectiva, de seguro. A continuacién citamos
algunos problemas abiertos y lineas de investigacion que consideramos pueden mejorar nuestra
comprensiéon sobre los programas de evaluacién definidos sobre estructuras de grupos, y més

aun, si esta estructura algebraica tiene una estructura topoldgica asociada.

1. Una separacion estricta (<) entre la complejidad de evaluacion conmutativa y no conmu-

tativa.

En el Lema [3.5] y el Teorema |3.1] mostramos que la longitud de cualquier programa
de evaluacién en un grupo conmutativo es una cota superior para la longitud de algin
programa de evaluacion en un grupo no conmutativo. Lo que queda por hacer es presentar
una construccién concreta de un conjunto que haga que las desigualdades del Lema y

del Teorema B.1] sean en un sentido estricto.

2. Condiciones para la existencia de extensiones isomorfas.

En Definicién presentamos la definicién de extensién isomorfa, el cual nos permi-
te construir programas de evaluacion que simulan otros programas de evaluacién. Falta
investigar cuales son las condiciones suficientes o necesarias para la existencia de tales

extensiones isomorfas, por ejemplo, basadas en alguna invariante topoldgica.

3. Invariantes topologicos que se preservan mediante la simulacion de programas de evalua-
ciomn.
Muy relacionado con el item anterior, se puede estudiar qué invariantes topoldgicos se
preservan cada vez que un programa de evaluaciéon en un grupo es simulado por otro
programa de evaluacion en un grupo distinto. La proposicion [4.5{ muestra un primer paso

hacia esta linea de investigacion.

4. Conezidad (conexidad por caminos) de las familias de funciones inducidas.

Una pregunta interesante es si para cada a € S™ la familia de funciones inducidas
{71, ...,7} es conexa (conexa por caminos) o no en G. Esto implicarfa que los conjun-
tos computados por diferentes programas de evaluacién estan en diferentes componentes

conexas (conexas por caminos) dentro de G.

5. Factorizacion de las funciones generadas.

En el Teorema {4.7|mostramos como se puede obtener una nueva funcién generada a partir
de la suma de dos funciones generadas por programas de evaluaciones dadas previamente.

Una pregunta interesante es si podemos obtener la funcién inversa, por ejemplo, dada un
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funcion p se puede estudiar si podemos obtener dos funciones generadas que sumadas den

la funcion p.
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